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для однорiдної бiгармонiчної задачi
Присвячено 70-рiччю професора Юрiя Борисовича Зелiнського
Встановлено достатню умову (що узагальнює попереднi спiльнi резуль-
тати автора та проф. С.А. Плакси), при виконаннi якої розмiрнiсть лi-
нiйного простору розв’язкiв системи iнтегральних рiвнянь Фредгольма
для однорiдної бiгармонiчної крайової задачi дорiвнює одиницi.
A condition (doing a generalization of [Theorem 7.11, Gryshchuk S.V.,
Plaksa S.A. Monogenic functions in the biharmonic boundary value
problem // Math. Meth. Appl. Sci. — 2016. — 39(11): 2939 – 2952]) under
which a dimension of the linear space of solutions for a system of the
Fredholm integral equations (associated with the homogeneous biharmonic
boundary value problem) equals one is found.
1. Моногеннi функцiї зi значеннями у бiгармонi-
чнiй алгебрi. Асоцiативну комутативну над полем комплексних
чисел C алгебру другого рангу з одиницею, згiдно з роботою [1], бу-





2 = 0, e21 + e
2
2 6= 0, (1)
який також будемо називати бiгармонiчним.
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Ця алгебра єдина [1] i асоцiйована з плоским бiгармонiчним рiв-
нянням. Обмежимось надалi розглядом бiгармонiчного базису {e1, e2}
(див. [2]) з наступною таблицею множення:
e21 = e1, e2e1 = e2, e
2
2 = e1 + 2ie2,
де i — уявна комплексна одиниця.
Позначимо через C = C ∪ {∞} розширену комплексну площи-
ну; Re z i Im z — дiйсну та уявну частини для z = Re z + i Im z ≡
≡ x + iy ∈ C, вiдповiдно. Розглянемо µ := {ζ = x e1 + y e2 :
z = x + iy ∈ C}. Нескiнченно вiддалена точка ζ = ∞ ∈ µ: вiдпо-
вiдна їй z = ∞ ∈ C. Пiд G розумiємо замикання довiльної областi G,
що належить µ або декартовiй площинi xOy.
Областi D декартової площини xOy поставимо у вiдповiднiсть кон-
груентну їй область Dζ := {ζ = xe1 + ye2 : (x, y) ∈ D} ⊂ µ.
Надалi вважаємо, що ζ = xe1 + ye2 ∈ Dζ , (x, y) ∈ D, z = x+ iy ∈ C.
Введемо у розгляд евклiдову норму:
‖A‖ =
√
|z1|2 + |z2|2, A = z1e1 + z2e2 ∈ B, zk ∈ C, k = 1, 2.
Функцiю Φ: Dζ −→ B будемо називати моногенною в областi Dζ ,




Φ(ζ + h)− Φ(ζ))h−1,
де h−1 — обернений елемент до h.
Кожна функцiя Φ: Dζ −→ B має вигляд
Φ(ζ) = U1(x, y) e1 + U2(x, y) ie1 + U3(x, y) e2 + U4(x, y) ie2, (2)
де Uk : D −→ R, k = 1, 4
Введемо позначення: Uk [Φ(ζ)] := Uk(x, y), k = 1, 4.
Критерiй моногенностi ( [2] ):
Функцiя (2) є моногенною в областi Dζ , тодi i тiльки тодi, коли
її компоненти Uk [Φ(ζ)] , k = 1, 4, диференцiйовнi в D i виконується






e2 ≡ Φ′(ζ)e2 ∀ζ ∈ Dζ . (3)
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У [3] встановлено, що моногенна функцiя Φ: Dζ −→ B має непе-














i умови (1) кожна з її компонент Uk(x, y), k = 1, 4, є бiгармонi-
чною функцiєю, тобто задовольняє в областi D бiгармонiчне рiвняння:





Доведено (див. [3–5]), що кожна бiгармонiчна функцiя в однозв’я-
знiй областi є першою компонентою деякої моногенної функцiї, при
цьому усi такi моногеннi функцiї знайдено у явному виглядi.
2. Крайова (k-m)-задача для моногенних функцiй.
Розглянемо крайову задачу типу задачi Шварца для моногенних фун-
кцiй Φ : Dζ −→ B в областi Dζ , яка полягає у знаходженнi моногенної
в Dζ функцiї Φ за заданими граничними значеннями






компонент Uj , j = {k,m}, 1 ≤ k < m ≤ 4, з розкладу (2):
Uk(x, y) = uk(ζ) , Um(x, y) = um(ζ) ∀ ζ ∈ ∂Dζ , (4)
де uk та um — фiксованi дiйснозначнi функцiї межi ∂Dζ областi Dζ
(див. [6]).
В роботах [7, 8] доведено, що задача про знаходження пружньої
рiвноваги iзотропного тiла D за заданими граничними значеннями ча-
стинних похiдних ∂u∂x ,
∂v
∂y вiд змiщень u, v на межi ∂D еквiвалентна
(1-4)-задачi з вiдповiдними крайовими умовами.
3. Редукцiя бiгармонiчної крайової задачi до
(1-3)-задачi. Нехай тут i надалi D — обмежена однозв’язна область
площини xOy.
Розглянемо функцiї вигляду W : D −→ R, кожна з яких є непе-
рервною разом з частинними похiдними першого порядку ∂W∂x i
∂W
∂y у
D, а, у свою чергу, кожна з функцiй W , ∂W∂x i
∂W
∂y неперервно продов-
жується на межу ∂D областi D. Основна бiгармонiчна задача (див.,
наприклад, [9, с. 13]) полягає у знаходженнi бiгармонiчної функцiї
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W : D −→ R, коли її значення i значення її нормальної похiдної за-
данi на межi ∂D:
W (x0, y0) = ω1(s),
∂W
∂n
(x0, y0) = ω2(s) ∀ (x0, y0) ∈ ∂D , (5)
де s — дугова координата точки (x0, y0) ∈ ∂D.
У випадку, коли ω1 є неперервно диференцiйовною функцiєю,
основна бiгармонiчна задача “еквiвалентна” наступнiй бiгармонiчнiй
задачi (термiн вживається, наприклад, у [9, с. 13]):















ω3(s) cos∠(s, x) + ω4(s) cos∠(s, y)
)
ds = 0 ,
(6)
де функцiї ω3, ω4 зв’язанi з функцiями ω1, ω2 задачi (5) спiввiдноше-
ннями (див. [10, c. 577]):
ω3(s) = ω
′
1(s) cos∠(s, x) + ω2(s) cos∠(n, x) ,
ω4(s) = ω
′
1(s) cos∠(s, y) + ω2(s) cos∠(n, y) ,
в яких s i n — вiдповiдно одиничнi вектори дотичної i зовнiшньої нор-
малi до межi ∂D, а через ∠(·, ·) позначено кут мiж вiдповiдним ве-
ктором (s або n) i додатнiм напрямком координатної осi (x або y),
зазначеними у дужках. Розв’язки задач (5) i (6) зв’язанi рiвнiстю
V (x, y) = W (x, y) + c , де c ∈ R .
Бiгармонiчна задача (6) редукується до (1-3)-задачi для моногенної
в Dζ функцiї Φ = Φ′1, такої, що V = U1 [Φ1] (див. [6, 11,12]).
4. Редукцiя (1-3)-задачi до iнтегральних рiвнянь
Фредгольма. У [12] дослiджено розв’язнiсть (1-3)-задачi у формi
гiперкомплексного iнтеграла типу Кошi





ϕ(τ)(τ − ζ)−1 dτ ∀ ζ ∈ Dζ , (7)
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де ϕ(τ) := ϕ1(τ)e1 + ϕ3(τ)e2, τ ∈ ∂Dζ , а функцiї ϕ1 : ∂Dζ −→ R i





d η <∞ (8)
для модуля неперервностi
ω(ϕ, ε) := sup
τ1,τ2∈∂Dζ , ‖τ1−τ2‖≤ε
‖ϕ(τ1)− ϕ(τ2)‖.
Для розв’язання (1-3)-задачi використовується конформне вiдображе-
ння z = τ(t) верхньої напiвплощини {t ∈ C : Im t > 0} на область
Dz := {z = x + iy : xe1 + ye2 ∈ Dζ}. Позначимо τ1(t) := Re τ(t),
τ2(t) := Im τ(t).
Оскiльки вказане конформне вiдображення неперервно продовжу-
ється до гомеоморфiзма замикань вiдповiдних областей, то функцiя
τ˜(s), що визначається рiвнiстю
τ˜(s) := τ1(s)e1 + τ2(s)e2 ∀ s ∈ R, (9)
здiйснює гомеоморфне вiдображення розширеної дiйсної осi
R := R ∪ {∞} на криву ∂Dζ .
Умови на межу областi Dζ формулюються в термiнах конформного
вiдображення σ(T ) одиничного круга {T ∈ C : |T | < 1} на область Dz,





для всiх t ∈ {t ∈ C : Im t > 0}.
За умов, що конформне вiдображення σ(T ) має вiдмiнну вiд нуля
контурну похiдну σ′(T ) на одиничному колi Γ := {T ∈ C : |T | = 1} i ї ї
модуль неперервностi
ωΓ(σ













в [12] доведено, що розв’язнiсть (1-3)-задачi у формi (7) еквiвалентна
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g1(s)Im k2(t, s) ds = u˜3(t) ∀ t ∈ R ,
(11)























Доведено також, що умова∫
∂Dζ
u1(xe1 + ye2) dx+ u3(xe1 + ye2) dy = 0 (12)
є необхiдною для розв’язностi системи (11).
5. Достатнi умови одновимiрностi ядра систе-
ми iнтегральних рiвнянь Фредгольма, асоцiйованої
з однорiдними (1-3)- та бiгармонiчною задачами.
Позначимо D+ζ := Dζ i D
−
ζ := µ \Dζ .
Зауваження 1. Аналогiчно доведенню властивостей комплексно-
го iнтеграла типу Кошi встановлюємо, що B [ϕ] (ζ) є моногенною
функцiєю в D±ζ , а
B [ϕ] (∞) = 0, (13)
за умови, що ϕ є iнтегровною на ∂Dζ .
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(B [ϕ] (ζ)) = B [ϕ′] (ζ) ∀ζ ∈ µ \ ∂Dζ . (14)
Якщо ϕ задовольняє умову типу Дiнi (8), то iснують граничнi
значення
B± [ϕ] (ζ) := lim
τ→ζ,τ∈D±ζ
B [ϕ] (τ)
у кожнiй точцi ζ ∈ ∂Dζ i справедлива формула (див. Теорему 4.2
з [12]):
B+ [ϕ] (ζ)−B− [ϕ] (ζ) = ϕ(ζ) ∀ζ ∈ ∂Dζ . (15)
Будемо казати, що iнтеграл B [ϕ] з (7) визначений у D+ζ i D
−
ζ , якщо
|Uk [B [ϕ] (ζ)]| < +∞, k = 1, 4,
при усiх ζ ∈ D+ζ i ζ ∈ D−ζ вiдповiдно. Або, iншими словами, при ко-
жному ζ ∈ D±ζ має мiсце включення: B [ϕ] (ζ) ∈ B.
В наступнiй теоремi мiстяться природнi умови, за яких рiвнiсть (12)
є також достатньою для розв’язностi системи iнтегральних рiвнянь




:= C( R )× C( R ), де C( R ) є
банаховим простором неперервних на розширенiй дiйснiй осi функцiй,
а однорiдна система (11) (при u˜j ≡ 0, j = {1, 3}) має одновимiрне ядро.
Теорема 1 ( [12]). Нехай конформне вiдображення σ(T ) має вiдмiнну
вiд нуля контурну похiдну σ′(T ) на колi Γ i її модуль неперервностi
задовольняє умову (10).





(11) є диференцiйовними на R i мають мiсце умови:




Ψ± [ϕ] (ζ) := B [ϕ′] (ζ) ∀ζ ∈ D±ζ
є обмеженими для кожної
ϕ(τ) := g1(s)e1 + g3(s)e2, τ = τ˜(s)∀s ∈ R,
де пiд ϕ′ розумiється контурна похiдна функцiї ϕ (τ˜(s)).
Тодi справедливi наступнi твердження:
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(i) число лiнiйно незалежних розв’язкiв однорiдної системи рiвнянь
(11) дорiвнює 1;
(ii) неоднорiдна система рiвнянь (11) є розв’язною, тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова (12).
Зауваження 2. Формулювання Теореми 1 аналогiчне формулю-
ванню Теореми 7.11 роботи [12], де вiдсутня умова (a). Це пов’язано
з тим, що при Ψ± [ϕ] (ζ) := B [ϕ′] (ζ), ζ ∈ D±ζ , з умови (b) випливає
умова (a).
Подiл на пункти (a) i (b) у формулюваннi Теореми 1 здiйснено
для зручностi формулювання наступної теореми, що узагальнює Те-
орему 1, мiстячи послаблення умови (b).
Теорема 2. Нехай конформне вiдображення σ(T ) має вiдмiнну вiд
нуля контурну похiдну σ′(T ) на колi Γ i її модуль неперервностi за-
довольняє умову (10).





(11) є диференцiйовними на R i мають мiсце умови:




Ψ+ [ϕ] (ζ) := U1 [B [ϕ
′] (ζ)]−U4 [B [ϕ′] (ζ)] ∀ζ ∈ D+ζ , (16)
Ψ− [ϕ] (ζ) := U2 [B [ϕ′] (ζ)] + U3 [B [ϕ′] (ζ)] ∀ζ ∈ D−ζ , (17)
є обмеженими для кожної
ϕ(τ) := g1(s) e1 + g3(s) e2, τ = τ˜(s), ∀s ∈ R, (18)
а
ϕ′(τ) := g′1(s) e1 + g
′
3(s) e2 ∀τ = τ˜(s).∀s ∈ R, (19)
Тодi справедливi твердження (i) та (ii) Теореми 1.
Доведення. Як i при доведеннi Теореми 7.11 роботи [12], встанов-





рiдної системи рiвнянь для (11). Тодi функцiя
Φ0(ζ) := B [ϕ0] (ζ)∀ζ ∈ Dζ , (20)
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де ϕ := ϕ0 визначається з (18) при gk := g0k, k ∈ {1, 3}, є розв’язком
однорiдної (1-3)-задачi, причому в силу Теореми 7.2 з [12] функцiя
ϕ0(τ) задовольняє умову виду (8). З диференцiйовностi функцiй g01 , g03
на R випливає, що функцiя ϕ0(τ) має контурну похiдну ϕ′0 для кожної
τ ∈ ∂Dζ , яка визначається рiвнiстю (19) при ϕ := ϕ0. З огляду на




(B [ϕ0] (ζ)) = B [ϕ
′
0] (ζ) ∀ζ ∈ µ \ ∂Dζ . (21)
Нехай Φ1 є моногенною функцiєю в Dζ , такою, що Φ′1(ζ) = Φ0(ζ)
при всiх ζ ∈ Dζ . Тому V (x, y) := U1 [Φ1(ζ)] є розв’язком однорiдної
бiгармонiчної задачi (6) з ω3 = ω4 ≡ 0, причому
∂V (x, y)
∂x
= U1 [B [ϕ0] (ζ)] ,
∂V (x, y)
∂y
= U3 [B [ϕ0] (ζ)] ∀ζ ∈ Dζ . (22)
Враховуючи Зауваження 1, рiвностi (22), (21) i (3), одержуємо насту-
пний ланцюжок рiвностей для лапласiана ∆V в точках (x, y) ∈ D:
∆V (x, y) =
∂
∂x
(U1 [B [ϕ0] (ζ)]) +
∂
∂y












































0(ζ)] + U3 [e2Φ
′
0(ζ)] . (23)
Оскiльки U3 [e2A] = U1 [A] − 2U4 [A] при кожному A ∈ B, то рiвнiсть
(23) набуває вигляду
∆V (x, y) = 2 (U1 [B [ϕ
′
0] (ζ)]−U4 [B [ϕ′0] (ζ)]) ≡
≡ 2Ψ+ [ϕ0] (ζ) ∀ζ ∈ Dζ . (24)
Тому обмеженiсть Ψ+ [ϕ0] в Dζ приводить до обмеженостi лапласiа-
на ∆V вD. Тепер, в силу роботи [13], довiльний розв’язок V однорiдної
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бiгармонiчної задачi для областi D, що має обмежений лапласiан ∆V ,
має вигляд: V = const. Oдже, в силу (22), маємо рiвностi
U1 [Φ0(ζ)] = U3 [Φ0(ζ)] ≡ 0 ∀ζ ∈ Dζ .
Тому, вибираючи з [3, формула (24)] тi моногеннi функцiї, у яких
i третя дiйсна компонента тотожна нулевi, приходимо до формули
B [ϕ0] (ζ) = ikζ + i (n1e1 + n2e2) при всiх ζ ∈ Dζ , де n1, n1, k — до-
вiльнi дiйснi числа
Усi мiркування, що були проведенi для ϕ0(τ) i Φ0(ζ), зберiгаються
i для довiльної ϕ(τ) з (18) i Φ(ζ) := B [ϕ] (ζ). Зокрема, функцiя ϕ(τ)
задовольняє умову виду (8), а функцiя Φ(ζ) є розв’язком однорiдної
(1-3)-задачi в областi Dζ , i має мiсце формула
B [ϕ] (ζ) = ikζ + i (n1e1 + n2e2) ∀ζ ∈ Dζ , (25)
де n1, n1, k — довiльнi дiйснi числа
Умова обмеженостi функцiї (17) виникає, при доведеннi вiд супро-
тивного того, що k 6= 0 у (25). Дiйсно, припускаючи, що k = 0 у данiй
формулi, приходимо в силу (15) до рiвностей
B− [ϕ] (ζ) = −ϕ(ζ) +B+ [ϕ] (ζ) = −ϕ(ζ) + i (n1e1 + n2e2) ∀ζ ∈ ∂D−ζ .
Тому, для кожної ϕ з (18), функцiя Φ(ζ) = B [ϕ] (ζ), ζ ∈ D−ζ , є розв’яз-
ком (2-4)-задачi для D−ζ з граничними умовами в (4) з u2(ζ) := n1,
u4(ζ) := n2.
Аналогiчно, як i для (1-3)-задачi, (2-4)-задача для моногенної фун-
кцiї Φ(ζ) = Φ′1(ζ), U2 [Φ1(ζ)] = V (x, y), асоцiйована з бiгармонiчною












якi слiдують з умови (3) для Φ := Φ1. Далi, дiючи аналогiчно доведен-
ню (23), з використанням спiввiдношення
U2 [A] + U4 [e2A] = 2 (U2 [A] + U3 [A]) ∀A ∈ B,
приходимо до рiвностi
∆V (x, y) = 2 (U2 [B [ϕ
′] (ζ)] + U3 [B [ϕ′] (ζ)]) ≡
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≡ 2Ψ− [ϕ] (ζ).∀ζ ∈ D−ζ , (27)
Рiвнiсть (27) та обмеженiсть кожної функцiї з (17) приводять, в силу
роботи [13], аналогiчно встановленню подiбного факту i для однорi-
дної (1-3)-задачi у D+ζ i вiдповiдної однорiдної бiгармонiчної задачi
у областi D, спочатку до формули загального розв’язку, V = const,
однорiдної бiгармонiчної задачi для необмеженої областi з межею ∂D,
а далi — до факту про те, що загальний розв’язок V бiгармонiчної за-
дачi у данiй областi з крайовими умовами ω3 := n1, ω4 := n2 подається
формулою: V (x, y) = n1x+ n2y + const.
Тому в силу (26), одержуємо рiвностi
U2 [B [ϕ] (ζ)] = n1,U4 [B [ϕ] (ζ)] = n2 ∀ζ ∈ D−ζ .
Оскiльки для кожної Φ вигляду (2) виконуються спiввiдношення
U2[Φ] = U1[−iΦ], U4[Φ] = U3[−iΦ], функцiя Φ(ζ) := i (n1e1 + n2e2)
визначає частковий розв’язок згаданої (2-4)-задачi для D−ζ , загальний
розв’язок однорiдної (2-4)-задачi дляD−ζ одержується множенням пра-
вої частини рiвностi вигляду (25), що розглядається у D−ζ , на i
3, отже,
одержуємо рiвнiсть
B [ϕ] (ζ) = k1ζ +m1e1 +m2e2 + i (n1e1 + n2e2) ∀ζ ∈ D−ζ , (28)
де k1, m1, m2 — довiльнi дiйснi числа.
Застосовуючи (13) до (28), одеpжуємо: k1 = m1 = m2 = n1 =
= n2 = 0, Далi, формула (15), з урахуванням (25) при k = 0, при-
водить до тотожностi: ϕ ≡ 0. Але, за доведеним, iснує ϕ := ϕ0, яка не
є тотожною нулевi. Тому припущення про те, що k = 0 в (25) є хибним.
Далi, завершення доведення теореми, зокрема, той факт, що розв’я-
зок однорiдної системи для (11), а, отже, i розв’язок однорiдної (1-3)-
задачi вигляду (7) iснує лише при ϕ = αϕ0 (параметр α ∈ R), iденти-
чне мiркуванням Теореми 7.11 з [12] (пiсля формули (7.14)). Теорему
доведено.
Робота виконана за часткової пiдтримки гранта
Мiнiстерства освiти i науки України (проект № 0116U001528).
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